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Ansatz

Der Schliissel zur Selbstahnlichkeit bei Lorenzkurven besteht darin, aus der Grundidee der Selbstahnlich-
keit brauchbare Trankierungen — ”Teile” — zu identifitieren und deren Gleichheit bzw. Skalierbarkeit zu
einer Lorenzkurve — dem ”Ganzem” — zu fordern. Entgegen dem bei Slbsthnlichkeit blichen wird bei
Lorenzkurven nicht die Skalierbarkeit aller Teile auf das Ganze gefordert, sondern nur die von bestimmten.
Dies stellt eine gewisse Abschwéchung gegeniiber der Grundidee der Selbstdhnlichkeit darstellt.

Da man es mit nur einer einzigen Funktion, der Lorenzkurve, zu tun hat, ist die Ausgangssituation
wesentlich einfacher als bei dem typischen Gegenstand der nichtlinearen Dynamik, ndmlich einem iterierten
Funktionensystem oder einem System von DGLn. Somit ist eine Vereinfachung des Selbstahnlichkeits-
konzepts angemessen.

Um Teile mit dem Ganzen vergleichen zu knnen, wird als ” Teil” die Trankierung einer Lorenzkurve F'(x)
definiert durch

CF(5+a-(1-8) - F()
F(a) = = F() '

Aufgrund der Normierungen bei Argumenten und Werten ist die Trankierung einer Lorenzkurve wieder
eine Lorenzkurve. Man kann also eine Lorenzkurve und ihre Trankierungen auf gemeinsame Eigenschaften
z.B. Differenzierbarkeit und sogar Gleichheit untersuchen. Aus den u.a. Selbstdhnlichkeitsbedingungen
folgt jeweils die Differenzierbarkeit.

Reine Selbstahnlichkeit

Eine Lorenzkurve heisst selbstidhnlich (nach oben), wenn sie mit allen ihren Trankierungen tiberein-
stimmt, also wenn

F(x) = F°(x)

fir alle § € [0,1) und alle z € [0,1]. Die Geometrie der Selbstdhnlichkeitsbedingung ist in Abb. 1
angegeben.
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Abbildung 1: Lorenzkurve mit Trankierungspunkt zo = ¢ (links) und trankierte Lorenzkurve (rechts).
Das Rechteck [xg, 1] x [F(x0), 1] (links) wird zum Quadrat [0,1]? (rechts) gestreckt.

Analog zur Selbstahnlichkeit nach oben kann Selbstahnlichkeit nach unten gefordert werden, was hier aber
nicht geschieht; Selbstdhnlichkeit wird hier immer "nach oben” verstanden. Die Frage, ob es iiberhaupt
selbstahnliche Lorenzkurven gibt, wird folgendermassen beantwortet.

Satz. Aus der Selbstihnlichkeit einer Lorenzkurve folgt (ohne weitere Voraussetzungen)
F(z)=1—(1— )7+,

Herleitung. Jede monotone, reellwertige Funktion ist fast iiberall differenzierbar (Satz von Lebesgue). Aus-
gehend von einem Punkt, in dem Differenzierbarkeit vorliegt, wird die rechtsseitige Differenzierbarkeit in
0 gefolgert. Davon ausgehend wird die beidseitige Differenzierbarkeit in jedem Punkt x € (0, 1) gefolgert.
Dazu wird die Unterscheidung in die beiden Falle rechts- und linksseitiger Differenzierbarkeit in = > 0
durchgefiihrt. Eine solche Falleunterscheidung scheint unvermeidbar, da auch monotone, konvexe Funk-
tionen, die links- und(!) rechtsseitig differenzierbar sind, generell nicht beidseitig differenzierbar sind; vgl.
stlickweise lineare Funktionen.
Entlang der Argumentation ergibt sich die lineare inhomogene DGL
1-F
Fa) = Fy0)- T
-z

Hieraus ergibt sich nach bekannten Lsungsformeln fr lineare DGLn der gesuchte Funktionstyp. Es bleibt
also, Differenzierbarkeit nachzuweisen und die DGL herzuleiten.

Fall 1. Rechtsseitige Differenzierbarkeit. Fiir Az > 0 wird gesetzt § = %’ so dass auch § > 0 und
Az =46(1—ux).
Fla+Az)—F(z) = Fl@+d(l-z))—F) 1-F(z)
Az B 1— F(x) 0(1—x)
1—F(x)
Q 0(1—x)
1—F(x)
- B .
Q 0(1—ux)
_ F(5)—F(0) _ 1—F(x)
B -0 l-z

Aus der rechtsseitigen Differenzierbarkeit in einem geeigneten x > 0, d.h. aus der Existenz des Grenz-
F(8)=F(0)
6—0

werts limag o+ w folgt die Existenz des Grenzwerts limg_, o4 , also die rechtsseitige



Differenzierbarkeit in 0. Dann folgt aus der rechtsseitigen Differenzierbarkeit in 0 die rechtsseitige Dif-
ferenzierbarkeit in jedem x > 0 mit x < 1. Man beachte, dass fiir jedes x die Kopplung zwischen den Inkre-
menten Az und § linear ist, so dass die Grenzprozesse bei Differentialbildung dquivalent sind. Ausserdem
wird die Selbstédhnlichkeitsbedingung mit vertauschten Rollen von x und ¢ angewendet. Zusammenfassend
ergibt sich die rechtsseitige Differentialgleichung

1-F(x)
T 1-x

Fi (x) = F}.(0)

Vz e (0,1).

Fall 2. Linksseitige Differenzierbarkeit in jedem x > 0 bei schon hergeleiteter rechtsseitiger Differenzier-
§(1—xz)

barkeit in 0. Fiir Az < 0 wird gesetzt § = 1_;6270, so dass d > 0. Weiterhin gilt Az = =s—~, was aber
erst in der letzten Gleichheit benutzt wird.
F(z+ Az) — F(x) _ F(z) - F(z + Az)
Az N Az
_ P+ Az —Az) - F(z + Az)
N Az
 Fle+Az+6(1—(z+Az) - Flz+Az) 1-F(z+Ax)
1— F(x+ Ax) -6 (1—(z+ Ax))
1—F(z+ Az)
— _Fz+Aw 5) -
() =6 (1= (z+ Ax))
1-F A
— _F() (x + Ax)

=6 (1—(z+ Ax))
F(8) 1-F(z+ Ax)
51— (z+Ax)

_ F(6)—F(0) 1—F(x+Axz)
N 0—0 11— (z+ Ax)
F(5)~ F(0) 1-F(a+ 557
I e s =

Die Selbstéhnlichkeitsbedingung wird wieder mit vertauschten Rollen von x und ¢ angewendet, diesmal
sogar abangig vom Inkrement Ax. Die Inkremente Az und ¢ stehen nicht mehr in einem linearen Zusam-
menhang, aber fiir § — 0+ ergibt sich Az — 0—. Wegen der Stetigkeit von F' ergibt sich so insgesamt

11— F(z)

F' (z) = F/(0) .

Vz e (0,1).

Aus den beiden Fallen zusammen folgt F'(x) = F (0) - L-F(®) "also die gesuchte DGL.

1—z

Wire hergeleitet, dass aus der Selbstdhnlichkeit die Differenzierbarkeit iiberall folgt, konnte man sich
bei der Herleitung der DGL auf den ersten, einfacheren Fall beschranken; die Gleichung fiir rechtsseitige
Differentiale wiirde die fiir beidseitige dann sofort nach sich ziehen.



Gini-Selbstahnlichkeit

Als Abschwichung wird nun nicht mehr gefordert, dass eine Lorenzkurve punkweise mit ihren Trankierun-
gen iibereinstimmt, sondern dass nur noch die Ginikoeffizienten der jeweilgen Lorenzkurven iibereinstim-
men. Eine Lorenzkurve F(z) heisst Gini-selbstdhnlich (nach oben), wenn sie den selben Ginikoef-
fizienten hat wie alle ihren Trankierungen, also wenn

2~/01J;—F(x)da;:2-/01x—F5(a:)da:

fiir alle 6 € [0,1). Aus der punktweisen Selbstdhnlichkeit ergibt sich sofort die Gini-Selbstdhnlichkeit,
aber es gilt auch die Umkehrung.

Satz. Aus der Gini-Selbstidhnlichkeit einer Lorenzkurve folgt (ohne weitere Voraussetzun-
gen) F(z) =1— (1 — z)° mit einem Parameter ¢ € (0, 1].

Herleitung. Aus der Gini-Selbstdhnlichkeit ergibt sich, dass

_ [ [ pogyap - [ FOHe(1-0) = F@)
const—/o F(x)dx—/o F (:U)dx—/o T—F0) dx

tatséchlich eine Konstante ist. Da es sich bei F(z) um eine Lorenzkurve handelt, ist const € (0,0.5].
Die Gleichung fiir die Konstante wird umgeschrieben, wobei in der zweiten Gleichung die Substitution
u(z) =0+ z- (1 —0) mit du/dz =1 — § vorgenommen wird.

(1= F(0)) - const+ F(0) = /UIF(5+1"(15))dI
B u(1) F(U)
= /u(o) 175du
1 1
= m/(; F(u)du
1 1

= F(0) - (1 — const) + const = : / F(u)du
5

[t
(=%

1 ! const
. F(u)dy — —————.
(1 —0)(1 — const) /5 () du 1 — const

= F(9)

Da F'(x) als Lorenzkurve stetig ist, ist |, 61 F(u) du nach dem Fundamentalsatz der Integralrechnung bzgl.
d differenzierbar mit Ableitung —F'(§). Nach der Quotientenregel ist daher auch F'(9) differenzierbar fiir
alle § € [0,1). Die Ableitung kann berechnet werden, wobei die dritte folgende Gleichheit aus der dritten
obigen Gleichheit folgt.

—F(6) (1 —68) + [} F(u)du 1

! _ .
F©) = (1-19)2 1 — const
f»l F(u) du
I ) s e s
1-6 1 — const
_ —F(O)+ [y FO+z-(1-0))de 1
B 1-6 1 — const



fol F(5+a-(1—8))—F(8) da

(1-F(9))-

_ 1—F() _
1-9 1 — const
1-F©) [' 1
= 7. F -
1-946 0 (x) do 1 — const
-~ 1
LN -
1-9 0 1 — const

const 1-F(9)
1 — const 1-9

Es ergibt sich so fiir die Lorenzkurve insgesamt die lineare inhomogene DGL

;o const 1—F()
F(é)_l—const 1-96

mit 0 < const/(1 — const) < 1 wegen 0 < const < 0.5. Die allgemeine Losung der DGL ist F(x) =

1 — (1 — g)eonst/(=const) "alg0 die Paretoverteilung mit & = 222t




