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Einleitung 

 

Das vorliegende Dokument entwickelt und beweist ĂAnalytische Eigenschaften von 

Equity-Lorenzkurvenñ. Diese Resultate wurden von den Autoren überwiegend im Zu-

sammenhang mit der Dissertation [1] an der RWTH Aachen erzielt. In der Dissertati-

on steht die Präsentation der Theorie der Equity-Lorenzkurven und ökomische Ablei-

tungen aus mathematischen Ergebnissen im Vordergrund. Die dazu korrespondie-

rende mathematische Basis wurde am FAW/n entwickelt und befindet sich in Teilen 

in dieser Materialsammlung. Dies betrifft insbesondere Fragestellungen, die in [1] in 

Kapitel 8 behandelt werden. Sofern Aussagen in [1] genutzt werden, wird das hier als 

Fußnote festgehalten. Die hier formalisierten Aussagen sind teilweise allgemeiner als 

die Formulierungen in [1]. Es gibt ferner ergänzende Aussagen, die in [1] nicht vor-

kommen. Aus Vereinfachungsgründen bzw. systematischen Überlegungen wechseln 

manchmal auch die Bezeichnungen. 
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Gegenstand der weiteren Betrachtungen sind sogenannte Equity-Lorenzdichten der 

Form () ( )1
1

-
-=

e
e e xxf . Hierbei gilt 10 ¢<e  und 10 <¢x . Sie korrespondieren zu 

sogenannten Equity-Lorenzkurven der Form () ( )ee xxF --= 11 . Generell gilt 

()ee =0f . Der Wert e beschreibt jeweils das niedrigste (relative) Einkommen. Sieht 

man von der Gleichverteilung ()11 =xf  für alle 10 <¢x  ab, gilt ()¤=
­

xf
x

e
1

lim  für alle 

10 <<e . Alle derartigen Equity-Lorenzdichten sind stetig, differenzierbar und streng 

monoton wachsend. 

 

Die folgende Abbildung zeigt die Equity-Lorenzdichten zu den Parametern 3,0=e , 

6,0=e  und 9,0=e . 

 

  

Abb. 1: Verschiedene Equity-Lorenzdichten 
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Satz 1 (Verhalten der unteren Gewinnergrenze 3) 4 

Es interessiert die Gültigkeit von () ()xfxf 'ee =  für 'eȩ  und 10 <<x . Es gilt: 

(1) Es existiert jeweils genau ein solcher Schnittpunkt. Dieser wird mit ( )',eeT  be-

zeichnet. Es gilt ( )1',0 << eeT . 

(2)  Es gilt ( ) '

'
ln

1', ee

e

e

ee -

ö
÷

õ
æ
ç

å

-= eT   

(3) ( )',eeT  ist symmetrisch in e und 'e, d.h. ( ) ( )eeee ,'', TT =  für alle 1',0 << ee  mit 

'eȩ   

(4) ( )',eeT  ist monoton fallend in eund 'e 

(5) ( ) eee
ee

1

1',lim
'

-

-=
-­

eT  

(6) ( )1',lim

'
0

=

>
­

ee

ee
e

T  

 

Beweis: 

(1), (2) Es gilt 

    () () ( ) ( ) 1'1
' 1'1

--
-=-Ú=

ee
ee ee xxxfxf  

( )
e

eee '
1

'
=-Ú

-
x  

( )
'

'
ln

1ln
ee

e

e

-

ö
÷

õ
æ
ç

å

=-Ú x  

'

'
ln

1 ee

e

e

-

ö
÷

õ
æ
ç

å

=-Ú ex  

'

'
ln

1 ee

e

e

-

ö
÷

õ
æ
ç

å

-=Ú exs  

                                            
3
 Für 'ee>  verlieren alle Einkommenspositionen ( )',0 eeTx<¢  relativ an Einkommen, wenn e 

auf 'e abgesenkt wird. Entsprechend gewinnen in diesem Fall alle Einkommenspositionen 

( ) 1', <<xT ee  . Aus diesem Grund wird ( )',eeT  für 'ee>  als untere Gewinnergrenze bezeichnet. 

4
 Satz 1 ist eine Erweiterung von Satz 8.3 auf S. 234 in [1]. Von den Bezeichnungen her wird 1e durch 

e und  2e  durch 'e ersetzt. 
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Man prüft ( )1',0 << eeT  direkt nach. 

(3) Die Aussage folgt aus 
( ) ee

e

e

ee

e

e

ee

e

e

-

ö
÷

õ
æ
ç

å

=
--

ö
÷

õ
æ
ç

å
-

=
-

ö
÷

õ
æ
ç

å

'

'
ln

'

'
ln

'

'
ln

 

 (4) ( ) '

'
ln

1', ee

e

e

ee --= eT   monoton fallend in e 

()
('&
ej

ee
e

e

:

'

'
ln

=

-Ú  monoton steigend in e 

()
( )( )

( ) ( )
0

'

'
ln

'

'

1
'

ln''ln'ln

'
22

²
-

-
-

-

=
-

Ö--Ö-

=
ee

e

e

e

ee

ee

e

e
eeee

ej  

e

e

e

ee '
ln

'
²

-
-Ú  

e

e

e

e '
ln

'
1 ²+-Ú  

Diese Ungleichung gilt, da bekanntermaßen xx ln1²-  für alle 0>x gilt, wobei 

hier 
e

e'
=x  gewählt wird.  (Man beachte: die Bedingung 'ee>  wird nicht benö-

tigt.) 

 

Die fallende Monotonie von ( )',eeT  in 'e ergibt sich aus der fallenden Monoto-

nie in e und der Identität ( ) ( )eeee ,'', TT =   1',0 <<" ee , 'eȩ . 

 

(5) ( ) eee
ee

1

1',lim
'

-

-=
-­

eT , denn  

e
e

ee

ee

eeee

1

1

'

1

lim
'

ln'ln
lim

''
-=

-
=

-

-

-­-­

ù
ú

ø
é
ê

è

o

o

  (Anwendung der Regel von LôHospital) 

 

1'0 <<< ee
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(6) Nach der Monotonieaussage (4) gilt ( ) ( )'',', eeee TT ²  für alle ''' eee >> . Mit der 

Konvergenzaussage (5) ergibt sich ( ) ( ) e

ee
eeee

1

''
1'',lim',

-

­
-=² eTT , d.h. 

( ) 111lim',lim1 ""

1

0
'
0

=-=-²² -¤
-

­
>
­

eeT e

e
ee

e
ee , also ( ) 1',lim

'
0

=

>
­

ee

ee
e

T . 

 

Die Verhältnisse in Satz 1 werden komplizierter, wenn Wachstumsfragen einbezogen 

werden. Der folgende Fall betrachtet für 'ee>  und einen Wachstumsfaktor 1>a  die 

Kurven ()xfe  und ()xf 'e . 

 

Satz 2 

Für 'ee>  und 0>a  gilt für den Schnittpunkt ( )aee ,',x  der Kurven ()xfe  und  

()xf 'ea : '

'
ln

1),',( ee
e

ea

aee -

Ö

-= ex  

 

Herleitung: 

() () ( ) ( ) 1'1
' 1'1

--
-=-Ú=

ee
ee eaea xxxfxf  

( )
e

eaee '
1

'
=-Ú

-
x  

( ) ( ) ö
÷
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å
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1ln
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'

'
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÷

õ
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å
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'

'
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÷

õ
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å

-=Ú ex  
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Der Dichteschnittpunkt verläuft nicht monoton in 'e, wie folgende Graphik zeigt. 

 

 

Abb. 2: Dichteschnittpunkt für 5,0=e  und 99,0=a . 

 

Interessant ist in diesem Kontext die Nichtmonotonie für das gewählte a nahe 1, 

obwohl aufgrund von Satz 1 im Grenzfall Monotonie vorliegen  muss. Die folgende 

Abbildung zeigt, wie sich für Annäherung von a an 1 die Monotonie ergibt. 

 

Der Dichteschnittpunkt verläuft generell nicht monoton in 'e, sofern 1<a , wie fol-

gende Graphik für 9,0=a , 99,0=a , 999,0=a  und 9999,0=a  zeigt (blaue Kurven). 

Die Grenzkurve für 1=a  ist monoton (rot). 
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Abb. 3: Dichteschnittpunkte für 5,0=e . 

 

Satz 3 5 

Im Weiteren werden die Verläufe der Differenzen der betrachteten Equity-

Lorenzdichten betrachtet, die als Verlustfunktionen bezeichnet werden, also  

( )() () () ()xfxfxVERLxVERL '', eeee -== . 

Die Verlustfunktionen bezeichnen also für alle Einkommenspositionen ( )',eeTx¢  

den durch eine Absenkung des Ausgleichsniveaus von e auf 'e erlittenen (relativen) 

Verlust der Einkommensposition x . Für ( )()xVERL ',ee  gelten folgende Aussagen: 

(1) ( )()
( )
( )
( )î

í

î
ì

ë

>Ú<

=Ú=

<Ú>

',0

',0

',0

',

ee

ee

ee

ee

Tx

Tx

Tx

xVERL  

(2) ( )()xVERL ',ee  ist stetig in e, 'e und x  für 1'0 <<< ee  und [ )1,0Íx  

(3) Der Verlauf der Verlustfunktionen hat drei prinzipiell mögliche Ausprägungen: 

                                            
5
 Satz 3 verallgemeinert Satz 8.5 (Hauptsatz 1 über Verlustfunktionen); Seite 244 in [1]. Vgl. auch 

Fußnote 225 auf S. 241 in [1]. Dabei wird wieder 1e durch e und 2e durch 'e ersetzt. 
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¶ VERL ist monoton fallend auf ( )[ ]',,0 eeT  

¶ VERL hat genau ein Maximum im Inneren des Intervalls ( )[ ]',,0 eeT  und kei-

nen Wendepunkt 

¶ VERL hat genau ein Maximum im Inneren des Intervalls ( )[ ]',,0 eeT  und links 

davon genau einen Wendepunkt.  

(4) Ein Maximum im Inneren liegt dann vor, wenn ( ) ( )'1'1 eeee -Ö>-Ö  ist. Es liegt an 

der Stelle ὼ ρ Ὡ
 

. Dieser Fall liegt genau dann vor, wenn entweder 

5,0¢e  oder 5,0>e  und ee -<1'  gilt. 

(5) Für die Maximalstelle gilt analog zum Nulldurchgang ὼ ‐ȟ‐ᴂ ὼ ‐ᴂȟ‐ für alle 

‐ ‐ᴂ. Ferner ist ὼ  monoton fallend in beiden Argumenten mit 

( )
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-= -

+-

­

ee

ee
ee 1

11

'
1,0max',lim exm . 

(6) Es gilt ( )1',lim

'
0

=

>
­

ee

ee
e

mx . 

(7) Es gilt ( ) ( )( )¤=
­

',lim ',
0'

eeee
e

mxVERL  für alle ( )1,0Íe . 6 

(8) Ein Wendepunkt liegt genau dann vor, wenn ‐‐ ρ ‐ ς ‐ᴂ‐ᴂ ρ ‐ᴂ ς 

ist. Er liegt an der Stelle ὼ ρ Ὡ
 

. Dieser Fall liegt genau dann vor, 

wenn entweder 42265,0¢e  gilt oder 42265,0>e und ()eee *'<  gilt (Hinweis: *e  

ist eindeutig bestimmt durch ‐‐ ρ ‐ ς ‐ᶻ‐ᶻ ρ ‐ᶻ ς und π ‐ᶻ

πȟτςςφυ. Es gilt ‐ᶻ ρ ‐. Die Existenz eines lokalen Maximums der Verlustfunk-

tion ist notwendige aber nicht hinreichende Bedingung für die Existenz eines 

Wendepunkts). 

(9) 1lim
0
=

­
Wx

e
. 

 

 

 

                                            
6 Die Verhältnisse bei doppelter Grenzwertbildung für e und 'e sind sehr kompliziert und vielleicht 

überraschend. Es gilt (hier ohne Beweis): 

( ) ( )( )¤=
>
­

',suplim ',

'
0

eeee

ee
e

mxVERL , ( ) ( )( ) 0',inflim ',

'
0

=

>
­

eeee

ee
e

mxVERL  
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Hinweis:  

Der Beweis zum Hauptsatz 1 über Verlustfunktionen beinhaltet die nachfolgende 

Einsicht über die praktische Bestimmung solcher Paare e, 'e, für die ein Maximum 

der Verlustfunktion im Inneren von πȟρ vorliegt. Besonders wichtig ist die in Satz 3 

(4) deutlich werdende Sonderrolle des mittleren Equityniveaus 5,0=e . Von diesem 

Niveau abwärts gibt es auch bei marginaler Equity-Absenkung  immer ein lokales 

Maximum der Verlustfunktion. In Bezug auf die Frage nach kostengünstigen Mehr-

heitskoalitionen zur Durchsetzung weiterer Equity-Absenkungen, wie sie z.B. in 

Kämpke [2] und in [1] untersucht werden, droht deshalb immer die Möglichkeit der 

Aufspaltung der dort betrachteten Ăb¿rgerlichen Koalitionñ. Diese Aussage gilt für den 

allgemeinen Fall, dass beliebige Mehrheitserfordernisse b mit 10 <<b  behandelt 

werden. 

 

Für die angestrebte Aussage betrachtet man den Verlauf des Polynoms ὼρ ὼ für 

π ὼ ρ, das wie folgt aussieht: 

 

 

Abb. 4: Bestimmung von Verlustfunktionen mit Maximum im Inneren 

 

Es gelten die folgenden Regeln: 

¶ Für  ‐  findet man immer ein ‐ᴂ, so dass ‐ ‐ᴂ  gilt. Damit ist ‐ρ ‐

‐ᴂρ ‐ᴂ. In einer derartigen Konstellation gibt es kein Maximum der Verlustfunk-

tion im Inneren von πȟρ. 

¶ Für '
2

1
ee>²  liegt immer ein Maximum der Verlustfunktion im Inneren von πȟρ 

vor. 
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¶ Für ‐ ‐ᴂ ist ‐ᴂ ρ ‐ äquivalent dazu, dass ein Maximum der Verlustfunkti-

on im Inneren von πȟρ vorliegt. 

 

Beweis: 

Der Beweis des Hauptsatzes über den Verlauf der Verlustfunktionen erfolgt so, dass 

zunächst die Ableitung der Funktion )()( ' xfxf ee -  allgemein studiert wird. Auf diesem 

Wege werden zunächst die Aussagen (1) und (2) bewiesen. (1) ist offensichtlich. 

Aussage (2) folgt direkt aus der Definition der Equity-Lorenzdichten als stetige Zu-

sammensetzung stetiger Funktionen. 

 

(3), (4)  ( ) ( )( ) ( )( ) 2'2
' 11''11)()()('

--
--+---=-=

ee
ee eeee xxxfxf

dx

d
xVERL  

Notwendige Bedingung für ein Maximum in ( )1,0  ist 

( )( ) ( )( ) 011''11
2'2
=--+---

-- ee
eeee xx  

( )( ) ( )( )22'
1111''

--
--=--Ú

ee
eeee xx  

( )
( )

( )( ) ( )2'2
1

1

1'' ---
-=

-

-
Ú

ee

ee

ee
x  

( )
( )

( ) '
1

1

1'' ee

ee

ee -
-=

-

-
Ú x  

( )
( ) ( )x-=
-

-

-

Ú 1ln
'

1

1''
ln

ee

ee

ee

 

( )
( )

( )
)()'&

',:

'

1

1''
ln

1
ee

ee

ee

ee

a

exx mMAX

=

-

-

-

-==Ú  

 

Es werden nur ( )1,0Íx  betrachtet. 

Wegen xe<0  für alle Íx ᴙ ist 1<mx . Zur Sicherung von 0>mx  (d.h. Maximum in 

Inneren), muss 01 >- ae  gelten 

1<Ú ae  
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0<Ú a  

( )
( )

0
1

1''
ln

'

1

<öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-
Ú

-ee

ee

ee
 

( )
( )

1
1

1'' '

1

<öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-
Ú

-ee

ee

ee

 

( )
( )

1
1

'1' '

1

<öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-
Ú

-ee

ee

ee
 

 

Wir studieren Equityabsenkungen der Form 'ee> ; 
'

1

ee-
 ist daher positiv. Es ist 

deshalb 
( )
( )

( )
( )

1
1

'1'
1

1

'1' '

1

<
-

-
Ú<öö

÷

õ
ææ
ç

å

-

- -

ee

ee

ee

ee ee
. Entscheidend ist dafür also das Verhalten 

des Bruchs 
( )
( )
( )
)()'&
',

1

'1'

ee

ee

ee

b

-

-
 für 1'0 ¢<< ee . Wir betrachten dazu den Verlauf des Polynoms 

( )xx -1  in [ ]1,0  

 

 

Abb. 5: Polynom ( )xx -1  in [ ]1,0  
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Offenbar ist für 
2

1'²>ee  der Bruch ( )1', >eeb , also ( ) 1', '

1

>-eeeeb , also 0¢mx , also 

das Maximum ein Randmaximum. 

Betrachtet man stattdessen die Situation '
2

1 ee>² , dann ist 
'

1

ee-
 immer noch posi-

tiv. Entscheidend ist erneut das Verhalten von ( )',eeb .Für '
2

1 ee>²  gilt nun 

( )1', <eeb , also ist ( )( ) 1', '

1

<-eeeeb , also 0>mx , also das Maximum eine Stelle im In-

nern von ( )1,0 , und zwar an der Stelle mx .7 

 

Betrachtet man schließlich die Situation '
2

1 ee >> , so entscheidet analog die Gül-

tigkeit von ee -<1'  darüber, ob ( ) ( )eeee -<- 1'1'  und damit ( )1', <eeb  ist. Genau in 

diesem Fall existiert ein lokales Maximum der Verlustfunktion im Inneren von ( )1,0 . 

 

Beweis zu (5): 

Die Symmetrieaussage ergibt sich durch 

( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )eeee ee

ee

ee

ee

ee

ee

ee

ee

ee

,'111', '

'1'

1
ln

'

'1'

1
ln

'

1

'1'
ln

mm xeeex =-=-=-= -

-

-

--

-

-
-

-

-

-

. 

Die Monotonieaussage braucht wegen der Symmetrieaussage nur im ersten Argu-

ment nachgewiesen zu werden. 

( )

( )
( )

'

1

'1'
ln

1', ee

ee

ee

ee -

-

-

-= exm  ist fallend in e genau dann, wenn 

()
( ) ( )

'

1lnln'1ln'ln
:

ee

eeee
e

-

----+
=h  steigend in e. 

                                            
7 Hinweis: In dem substantiell verschiedenen Verhalten der Verlustfunktion für einerseits 

2
1'²>ee  

bzw. '
2

1 ee>²  manifestiert sich die besondere Bedeutung des Equitywertes 
2

1=e . Die Lage zu 

diesem Wert ist in allgemeiner Betrachtung der Schlüssel für die Koalitionsaufspaltungs- bzw. Bifur-

kationsthematik bei marginaler Equityabsenkung und beliebiger Mehrheitserfordernisse 10 <<b , 

wie dies oben in dem Hinweis in Anschluss an Satz 3 diskutiert wurde. 
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()
( ) ( ) ( )( )

( )
0

'

1lnln'1ln'ln'
1

11

'
2

²
-

----+--ö
÷

õ
æ
ç

å

-
+-

=
ee

eeeeee
ee

eh  

( )
( )
( )ee

ee

ee
ee

-

-
²ö
÷

õ
æ
ç

å

-
+--Ú

1

'1'
ln

1

11
'  

( )
( )

( )
( )ee

ee

ee

e
ee

-

-
²

-

-
-Ú

1

'1'
ln

1

12
'  

 

Mit 
( )
( )ee

ee

-

-
=

1

'1'
x  ergibt die allg. Ungleichung 1ln -¢xx : 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )ee

e
ee

ee

ee
ee

ee

ee

ee

ee

-

-
-¢

-

-+
-=-

-

-
¢

-

-

1

12
'

1

1'
'1

1

'1'

1

'1'
ln , wobei die letzte Ungleichung 

für zwei Fälle nachgewiesen wird. 

 

1. Fall 'ee> . Dann ist 

( )
( )

( )
( )ee

e
ee

ee

ee
ee

-

-
-¢

-

-+
-

1

12
'

1

1'
'  

( ) ( )ee

e

ee

ee

-

-
¢

-

-+
Ú

1

12

1

1'
 

121' -¢-+Ú eee  

ee¢Ú ' . (Nach Fallunterscheidung ist diese Ungleichung gültig.) 

 

2. Fall 'ee< . Dann ist 

( )
( )

( )
( )ee

e
ee

ee

ee
ee

-

-
-¢

-

-+
-

1

12
'

1

1'
'  

( ) ( )ee

e

ee

ee

-

-
²

-

-+
Ú

1

12

1

1'
 

121' -²-+Ú eee  

ee²Ú ' . (Nach Fallunterscheidung ist diese Ungleichung gültig.) 
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Die Konvergenzaussage ergibt sich wie folgt: 

( )
( ) ( ) ( )

ee
ee

ee

eeee

ee

ee

ee

eeeeee -
+-=

-

-
-

=
-

----+
=

-

-

-

­

ù
ú

ø
é
ê

è

­­ 1

11

1

'1

1

'

1

lim
'

1lnln'1ln'ln
lim

'

1

'1'
ln

lim
'

0

0

''
 

Damit ergibt sich 

( )

( )
( )

eeee

ee

ee

eeee
ee -

+-
-

-

-

­­
-=-= 1

11

'

1

'1'
ln

''
11lim',lim eexm . 

 

Beweis zu (6): 

Nach der Monotonieaussage aus (5) gilt 

( ) ( )'',', eeee mm xx ²  für alle ''' eee >>   

Mit der Konvergenzaussage aus (5) folgt hieraus 

( ) ( ) ee

ee
eeee -

+-

­
-=² 1

11

''
1',lim', exx mm , also 

( ) 111lim',lim1 ''1''1

11

0
'
0

=-=-²² +¤--
+-

­
>
­

eexm
ee

e
ee

e
ee . 

 

Beweis zu (7): 

Der Beweis erfolgt in 4 Schritten. 

Schritt 1: Beweis der Aussage 
( )
( ) ee

e

e -
=

­ 1

1
lim

'
0'

m

m

xf

xf
 

Schritt 2: Beweis der Aussage ( )( ) ¤=- -

-

­
'

1'

0'
'1''lim ee

e

e
eee   

Schritt 3: Beweis der Aussage ( ) ¤=
­

mxf '
0'

lim e
e

 unter Nutzung von Schritt 2 

Schritt 4: Beweis des Satzes, also der Aussage ( ) ¤=
­

mxVERL ',
0'

lim ee
e

 unter Nutzung 

von Schritt 1 und 3. 
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Schritt 1: Zeige 
( )
( ) ee

e

e -
=

­ 1

1
lim

'
0'

m

m

xf

xf
 

Es gilt: 

( )
( )

( )( )
( )( )

( )

( )
( ) =-=

-

-
==

-

­-

-

­­­

'

0'1'

1

0'
'

0'
'

0'
1

'
lim

1'

1
lim

',

',
limlim

ee

ee

e

e
e

e

e
e

e

e e

e

e

e

ee

ee
m

m

m

m

m

m

m x
x

x

xf

xf

xf

xf
 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )=-ÖÖ
-

=
-

-
Ö=

ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-

­­

-

-

­
1'

'

'
lim

11

1''

'
lim

1

1''

'
lim

0'0'

'

'

1

0'
e

e

e

ee

e

ee

ee

e

e

ee

ee

e

e

ee

ee

ee

e
 

( )
e

e
ee -

=-Ö
- ­ 1

1
'1lim

1

1

0'
 

Damit ist Schritt 1 bewiesen. 

 

Schritt 2: Zeige ( )( ) ¤=- -

-

­
'

1'

0'
'1''lim ee

e

e
eee  

Es gilt:  

( )( ) ( )
()
)()'&
'

'1''1'' '

1'
'

1'
1

'

1'

e

eeeee ee

e
ee

e

ee

e

A

-

-
-

-
+

-

-

-Ö=-  

wegen ( ) 11'lim

1

0'
­­

-

­

e

e
eA   

reicht der Nachweis von () ¤=-

-
+

­
'

1'
1

0'
'lim ee

e

e
e  

Es ist () ()
'ln

'

1

'

1
'

1'
1

''
e

ee

e

ee

e
ee

e

ee
Ö

-

-

-

-
-

-
+

== e   

Wegen () ( )
()

'

'ln
lim

0

1'ln
'

1
lim

0'0' ee

e
ee

ee

e

ee -
Ö

<

-=Ö
-

-

­­ ('&
fest

 und 
()

¤-=
-­ '

'ln
lim

0' ee

e

e
 folgt die Behaup-

tung. 

Damit ist Schritt 2 bewiesen. 
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Schritt 3: Zeige ( ) ¤­
­

mxf '
0'

lim e
e

  

( )mxf 'e ( )
( )
( )

1'

'

1

1'

1

1''
'1'

-

-
-

ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

öö
÷

õ
ææ
ç

å

-

-
=-=

e

eee

ee

ee
ee mx  

 
( )
( ) ( )

( )( ) '

1''

1'

'

1'

'1''
1

1

1

1''
' ee

eee

e

ee

e

eee
eeee

ee
e -

--

-

-

-

-ÖÖöö
÷

õ
ææ
ç

å

-
=öö

÷

õ
ææ
ç

å

-

-
=  

wegen 
( )
( ) eee

ee 1

1

1''
-­

-

-
 für 0'­e  geht 

( )

'

1'

1

1 ee

e

ee

-

-

öö
÷

õ
ææ
ç

å

-
 gegen eine Konstante. 

Die Aussage folgt dann, wenn ( )( ) ¤=-Ö -

-

­
'

1'

0'
'1''lim ee

e

e
eee  gezeigt werden kann. Das ist 

aber gerade die Aussage von Schritt 2. Damit ist Schritt 3 bewiesen. 

 

Schritt 4: Zeige die Behauptung des Satzes, also 

( ) ( ) ( )( ) ¤=-=
­­

mmm xfxfxVERL '
0'

',
0'

limlim ee
e

ee
e

. 

Es ist ( ) ( ) ( )
( )
( ) ö

ö
÷

õ
æ
æ
ç

å
-Ö=-

¤­

1
'

''

m

m
mmm

xf

xf
xfxfxf

e

e
eee ('&

  

  

 

 

Beweis zu (8): 

Wo liegt ein Wendepunkt der Verlustfunktion und wann gibt es einen solchen? Not-

wendige Bedingung ist  

( ) ( )( ) ( )( )[ ]011''11)()()(''
2'2

'2

2

=--+---=-=
-- ee

ee eeee xx
dx

d
xfxf

xd

d
xVERL  

( )( )( ) ( )( )( ) 012'1''121
3'3
=-------Ú

-- ee
eeeeee xx  

( )( )
( )( )

( ) 33'
1

2'1''

21 +--
-=

--

--
Ú

ee

eee

eee
x  

I

)))) ()))) '&

konstant
1

1

1

1Schrittwegen

=
-

=

- ö
÷
õæ

ç
å

e

e

e

(wegen 
Schritt 3) 

I

)))) ()))) '&

konstant
1

1

1

1Schrittwegen

=
-

=

- ö
÷
õæ

ç
å

e

e

e
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( )( )
( )( )

( )x-=
-

öö
÷

õ
ææ
ç

å

--

--

Ú 1ln
'

2'1''

21
ln

ee

eee

eee

 

( )

( )( )
( )( )

ee

eee

eee

-

öö
÷

õ
ææ
ç

å

--

--

=-Ú '

2'1''

21
ln

1 ex

 
( )( )
( )( )

ee

eee

eee

-

öö
÷

õ
ææ
ç

å

--

--

-=Ú '

2'1''

21
ln

1 exW  

 

Es werden nur ( )1,0Íx  betrachtet. 

Wegen ¤<< ye0  für alle Íy ᴙ  ist 1<Wx . Zur Sicherung von 0>Wx  muss 01 >- ye  

gelten. Ferner ist zu beachten, dass wieder Equityabsenkungen der Form 'ee>  be-

trachtet werden. ee-'  ist negativ. 

01 >- ye  

1<Ú ye  

0<Ú y  

( )( )
( )( )

0
'

2'1''

21
ln

<
-

öö
÷

õ
ææ
ç

å

--

--

Ú
ee

eee

eee

 

( )( )
( )( )

0
2'1''

21
ln >öö

÷

õ
ææ
ç

å

--

--
Ú

eee

eee
 

( )( )
( )( )

1
2'1''

21
>

--

--
Ú

eee

eee
 

Entscheidend ist also das Verhalten des Bruchs 
( )( )
( )( )
( )

)) ()) '&
',

2'1''

21

ee

eee

eee

c

--

--
 für 1'0 <<< ee . Ein 

Wendepunkt im Innern liegt genau dann vor, wenn ( )1', >eec  ist. Wir betrachten dazu 

den Verlauf des Polynoms ( )( )21)( --= xxxxP  in [ ]1,0  mittels Standardkurvendiskus-

sion. 



 

 -19 - Materialsammlung 2011c 

 

Abb. 6: Polynom ( )( )21)( --= xxxxP  in [ ]1,0  

 

263)(' 2 +-= xxxP  hat in ( )1,0  die Nullstelle 42265,0
3

11 =-=Wx . 

Für 
3

11' -²>ee  gilt offenbar ( )( ) ( )( )212'1'' -->-- eeeeee , also für den Bruch 

( )1', <eeb , also ist ( )( )
( )

1
',

1
',

'

1

'

1

>öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

-

-

ee

ee
ee

ee
b

b . In diesem Fall ist also Wx  außer-

halb von ( )1,0 . Für '
3

11 ee>²-  ist ( )1', >eeb , also ist 

( )( )
( )

1
',

1
',

'

1

'

1

<öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

-

-

ee

ee
ee

ee
b

b , d.h. für '
3

11 ee>²-  tritt ein Wendepunkt im Innern 

von ( )1,0  auf und zwar an der Stelle 

( )( )
( )( )

ee

eee

eee

-

öö
÷

õ
ææ
ç

å

--

--

-= '

2'1''

21
ln

1 exW . Dies gilt für 
3

11->e  

ebenfalls genau dann, wenn ()eee *'<  gilt. 
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Beweis zu (9): Es bleibt dann noch 1­Wx  zu zeigen 

( )

( )( )
( )( )

'

21

2'1''
ln

1', ee

eee

eee

ee -

öö
÷

õ
ææ
ç

å

--

--

-= exW  

( )

( )( )
( )( )

-¤=
-

--

--

Ú=

>
­

>
­ '

21

'2'1'

lim1',lim

'
0

'
0 ee

eee

eee

ee

ee
e

ee
e

Wx  

Es ist 

( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1
'

1

'1'
ln

'

1
2

'2

'

1

'1'
ln

'

2

'2
ln

'

1

'1'
ln

'

21

'2'1'
ln

+
-

-

-

=
-

-
-

-

+
-

-

-

¢
-

-

-

+
-

-

-

=
-

--

--

ee

ee

ee

ee
e

e

ee

ee

ee

ee

e

e

ee

ee

ee

ee

eee

eee

. 

Die Ungleichung gilt wegen 1ln -¢xx  für 
e

e

-

-
=

2

'2
x . 

Aus 

( )
( )

-¤=
-

-

-

>
­ '

1

'1'
ln

lim

'
0 ee

ee

ee

ee
e

 (s. Beweis zu Satz 3 (5)) folgt dann 

( )( )
( )( )

-¤=
-

--

--

>
­ '

21

'2'1'
ln

lim

'
0 ee

eee

eee

ee
e

. 

 

Ergänzende Aussage 

 

Satz 4 

Wir betrachten die oben eingeführten Größen Wx  , mx  und ( )',eeT , wobei ( )',eeT  

immer definiert ist, mx  nur wenn ein lokales Maximum der Verlustfunktion existiert 

und Wx  nur, wenn die Verlustfunktion einen Wendepunkt hat. Letzteres impliziert die 

Existenz eines lokalen Maximums. Insoweit die genannten Punkte existieren, gilt: 

( )',eeTxx mW <<
  

 

Beweis: 

Es gilt die doppelte Ungleichung  
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( )( )
( )( )

( )
( )

'

'
ln

'

1

'1'
ln

'

21

'2'1'
ln

111 ee

e

e

ee

ee

ee

ee

eee

eee

--

-

-

-

--

--

-¢-¢- eee  

( )( )
( )( )

( )
( ) e

e

ee

ee

eee

eee '
ln

1

'1'
ln

21

'2'1'
ln ²

-

-
²

--

--
Ú  

Die linke Ungleichung gilt, da ee<'  ee ->-Ý 2'2  ( ) ( )ee ->-Ý 2ln'2ln  

0
2

'2
ln >ö

÷

õ
æ
ç

å

-

-
Ý

e

e
, also 

( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )ee

ee

e

e

ee

ee

eee

eee

-

-
>

-

-
+

-

-
=

--

--

1

'1'
ln

2

'2
ln

1

'1'
ln

21

'2'1'
ln   

Die rechte Ungleichung gilt analog, da ee<'  ee ->-Ý 1'1  ( ) ( )ee ->-Ý 1ln'1ln  

0
1

'1
ln >ö

÷

õ
æ
ç

å

-

-
Ý

e

e
, also 

 
( )
( ) e

e

e

e

e

e

ee

ee '
ln

1

'1
ln

'
ln

1

'1'
ln >

-

-
+=

-

-
 . 

 

Aus           folgt: 

( )( )
( )( )

( )
( )

'

'
ln

'

'
ln

'

1

'1'
ln

'

21

'2'1'
ln

11,0max1,0max1,0max ee

e

e

ee

e

e

ee

ee

ee

ee

eee

eee

---

-

-

-

--

--

-=

ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ

ç

å

-¢

ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ

ç

å

-¢

ö
ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ
æ

ç

å

- eeee  , also  

smW xxx ¢¢ . 

 

 

Satz 3 eröffnet ein weitgehendes Verständnis für den Verlauf von Verlustfunktionen 

mit drei prinzipiell verschiedenen Konstellationen bzw. Monotonie, eventuelle Exis-

tenz eines lokalen Maximums und eventuelle Existenz eines Wendepunktes. Im Wei-

teren werden nun verschiedene Verlustfunktionen in ihrem Verlauf verglichen, z.B. 

mit dem Ziel zu entscheiden, wer wann mehr oder weniger verliert bzw. gewinnt. Be-

sonders interessant sind dabei solche Fälle, in denen einige der auftretenden Para-

meter in bestimmten Beziehungen zueinander stehen, z.B. Absenkung der Equity in 

unterschiedlichem Umfang ausgehend von demselben Ausgangsniveau. Dabei kön-

nen auch mehrere sukzessive Equity-Absenkungen von Interesse sein. 

Interessiert man sich für iterierte Equity-Absenkungen, so können solche iterierten 

Equityabsenkungen z.B. in beliebiger Kombination von gleichen bzw. verschiedenen 

Schrittweiten sowie sukzessiv bzw. nicht-sukzessiv verglichen werden. Sukzessiv 

A 

A 
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bedeutet, dass die nächste Absenkung mit dem Equityparameter beginnt, mit dem 

die vorangegangene endete. Die Auswirkungen einiger derartiger Equityabsenkun-

gen auf Verlustfunktionen behandeln die folgenden Abbildungen und der folgende 

Satz, bei dem die Verluste mit fortschreitenden Absenkungsschritten jeweils zuneh-

men. 

 

Beispiel: Absenkungen der Equity, ausgehend von verschiedenen Ausgangsniveaus 

um denselben Betrag ‏. 

 

 
Abb. 7: Monotonie der Verlustfunktionen in Ⱡ ï Situation von Satz 5 (4)

8
 

 

Im Folgenden wird in 3 Abbildungen illustriert, wie der prinzipielle Verlauf der Kurven 

in Abbildung 6 im Verhältnis zueinander aussieht, und zwar in Abhängigkeit davon, 

ob die jeweiligen Verlustfunktionen monoton fallend sind bzw. ein lokales Maximum 

besitzen. 

 

 

                                            
8
 Auf diese Abbildung wird in [1], S. 248 verwiesen. 
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Abb. 8: Monoton fallende Verlustfunktionen in   

 

 

Abb. 9: Unterschiedliches Monotonieverhalten von Verlustfunktionen in   

 

einmal monoton fallend, einmal lokales Maximum 

beide Verlustfunktionen monoton fallend 



 

 -24 - Materialsammlung 2011c 

 

Abb. 10: Verlustfunktionen in  mit lokalem Maximum 

 

Beispiel: Absenkung der Equity vom selben Ausgangsniveau um verschiedene 

Werte 

 

 

Abb. 11: Monotonie der Verlustfunktionen in ♯ ï Situation von Satz 5 (3)
9
 

 

                                            
9
 Auf diese Abbildung wird in [1], S. 248 verwiesen. 

zweimal lokales Maximum 
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Hinweis: In der Situation von Abbildung 5 ist die Gültigkeit von Ὕ‐ȟ‐ ‏

Ὕ‐ȟ‐ ‏ Ὕ‐ȟ‐ ‏  nach Satz 1 (4) bekannt. 

 

Satz 5 ĂVerlustfunktionen f¿r Paare von Equityabsenkungenñ 10 

(1) Für sukzessive Absenkungen mit gleicher Schrittweite 0>d  von de 21>  an gilt 

( )() ( )()xVERLxVERL dededee 2,, 1111 --- ¢  

für alle ( )dede 2,0 11 --¢¢ Tx . Für 0=x  gilt speziell die Gleichheit der Verlust-

funktionen, d.h. ( )() ( )()ddededee == --- 00 2,, 1111
VERLVERL . 

(2) Für sukzessive Absenkungen mit zunehmender Schrittweite von '1 dde +>  an und 

0' >>dd  gilt 

( )() ( )()xVERLxVERL ',, 1111 ddededee ---- ¢  

für alle ( )',0 11 ddede ---¢¢ Tx . 

(3) Für nicht-sukzessive Absenkungen mit zunehmender Schrittweite vom selben 

Equityparameter 0'1 >>> dde  an gilt 

( )() ( )()xVERLxVERL ',, 1111 deedee -- ¢  

für alle ( )',0 11 dede --¢¢ Tx . 

(4) Für nicht-sukzessive Absenkungen mit gleicher Schrittweite 0>d  von verschie-

denen Equityparametern dee >> 21  an gilt 

( )() ( )()xVERLxVERL deedee -- ¢
2211 ,,  

für alle ( )dede --¢¢ 21 ,0 Tx . 

(5) Für nicht-sukzessive Absenkungen mit zunehmender Schrittweite von verschie-

denen Equityparametern ddee >>> '21  an gilt 

( )() ( )()xVERLxVERL ',, 2211 deedee -- ¢  

für alle ( )',0 21 dede --¢¢ Tx . 

 

Die Ungleichungen zwischen den Verlustfunktionen gelten auf größeren als den an-

gegebenen Bereichen. Die angegebenen Bereiche sind ï ggf. mit Ausnahme von (4) 

und (5) ï nach oben berandet durch den Nulldurchgang der oberen Verlustfunktion, 

                                            
10

 Vgl. Satz 8.6 (Hauptsatz 2 über Verlustfunktionen); Seite 247 in [1]. Die dortige Aussage (1) ent-

spricht hier der Aussage (4), die dortige Aussage (2) entspricht hier der Aussage (3). 
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so dass in der Nähe dieses Randes die obere Verlustfunktion jeweils positive Werte 

und die untere Verlustfunktion jeweils nur negative Werte annimmt. 

 

Beweis zu (1): 

Beweisidee: Der Beweis betrachtet den Verlauf der betrachteten Differenzkurven bis 

zum Schnittpunkt mit der x-Achse. Die Kurven beginnen auf der y-Achse im selben 

Punkt. Die Schnittpunkte mit der x-Achse (üblicherweise als ( )',eeT  bezeichnet, wer-

den hier als 1,bex  und 2,bex  bezeichnet. Der Beweis besteht darin zu zeigen, dass die 

beiden betrachteten Differenzkurven sich außer im Punkt 0 nur ein weiteres Mal an 

der Stelle Lx  schneiden, wobei Lbebe xxx << 2,1,  gilt. Damit liegt dann () ()xfxf
21 ee -  

immer oberhalb von () ()xfxf
10 ee - , also () () () ()xfxfxfxf

1021 eeee ->-  für Lxx<<0 . 

Damit ist dann Satz 5 bewiesen. 

Hinweis: In diesem Beweis sind 3 prinzipiell verschiedene Kurvenverläufe inkludiert, 

je nachdem ob in den Verlustfunktionen ein lokales Maximum auftritt oder nicht. Die 

drei Fälle zeigen die vorangegangenen Abbildungen (Prinzipbilder). 

 

Schritt 1: Wir zeigen, dass () () () ()xfxfxfxf
2110 eeee -=-  für 2,0 bexx¢¢  nur die Lösung 

0=x  hat. 

 

Als Schritt 2 wird dann die Aussage Lbebe xxx << 2,1,  bewiesen. 

 

Es gilt: 

() () () ()xfxfxfxf
2110 eeee -=-  

() ()
()xf

xfxf

1

20

2
e

ee
=

+
Ú   

() ()
()xf

xfxf

2

20

20

2
ee

ee

+=
+

Ú   
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( ) ( )
( ) 1

2
20

1
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1
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2020

1
22
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+--

-
+

=
-+-

Ú
eeee

eeee
x

xx
  

( ) ( ) ( )( )22020

20
20 111

ee
ee

eeee
+

-Ö+=-+-Ú xxx   

( ) ( ) ( ) ( )2
2020

0 1111 222200
e

eeee
e

eeee xxxx ---=---Ú
++

  

( ) ( )
()

( ) ( ) ù
ú

ø
é
ê

è
--Ö-=ù

ú

ø
é
ê

è
--Ö-Ú

--+ *
111111 22220

20
2

2020 ee
e

eeee

ee xxxx   

 

()* gilt für 0=x . Für 0>x  ist ( ) 011 2

20

¸--
-ee

x , so dass dividiert werden darf. ()* ist 

also äquivalent zu 

() ( ) ( )2
20

11 220
e

ee

ee xx -=-Ú*
+

 

( ) 220

20

1 ee
ee

=-Ú
-

x
 

( ) 2

0

2
20

1
ee

e

e -

-=Ú x
 

( )x-
-

=Ú 1ln
2

ln 20

0

2 ee

e

e
 

( )x-=
-

Ö

Ú 1ln

ln2

20

0

2

ee

e

e

 

20

0

2ln

2

1
ee

e

e

-
Ö

-=Ú exL  

 

Damit ist Schritt 1 bewiesen, sofern Schritt 2 nachgewiesen werden kann. 

 

Schritt 2: 

Wir zeigen Lbe xx <2, : 

Lbe xx <2,  
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20

0

2

21

1

2 ln

2

ln

11
ee

e

e

ee

e

e

-
Ö

-
-<-Ú ee   

( ) ( )
0

2
21

1

2
20 ln2ln

e

e
ee

e

e
ee

)()'&)()'&
-Ö>-Ú  

0

2

1

2 lnln
e

e

e

e
>Ú  

0212 lnlnlnln eeee ->-Ú  

01 lnln ee ->-Ú  

01 lnln ee<Ú  

01 ee<Ú  

 

Als letzter Schritt des Beweises ist jetzt noch Schritt 3 2,1, bebe xx <
 
zu zeigen. 

 

Schritt 3: 

Nach der Monotonieaussage von Satz 1 (4) gilt 

( ) ( ) ( ) 2,2120101, ,,,
0112

bebe xTTTx =¢¢=
<<

eeeeee
eeee

. 

 

Beweis zu (2): 

Für ( )dede 2,0 11 --¢¢ Tx  gilt 

( )() () ()xfxfxVERL '', 1111 ddededdede ------ -=  

() () () ()xfxfxfxf '22 1111 ddededede ----- -+-=  

( )() ( )()xVERLxVERL ',22, 1111 ddededede ----- +=  

( )() ( )()xVERLxVERL ',2, 1111 ddededee ---- +²  

( )()xVERL dee ->
11,  

Die letzte Ungleichung gilt, da nach Satz 1 (4) ( ) ( )dededdede 2,', 1111 -->--- TT , 

d.h. ( )() 0',2 11
>--- xVERL ddede  für alle bisher betrachteten x . Die behauptete Unglei-
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chung für Verlustfunktionen gilt auch für ( ) ( )',2, 1111 ddededede ---¢<-- TxT , da 

dort gemäß ( ) ( )dededee 2,, 1111 --<- TT  gilt ( )() ( )()xVERLxVERL ',, 1111
0 ddededee ---- ¢< . 

 

Beweis zu (3): 

( )() ( )()xVERLxVERL ',, 1111 deedee -- ¢   

() () () ()xfxfxfxf '1111 deedee -- -¢-Ú  

() ()xfxf '11
0 dede -- -¢Ú  

( )()xVERL ', 11
0 dede --¢Ú . 

Wegen dd>'  ist die letzte Ungleichung gültig für alle ( )',0 11 dede --¢¢ Tx . 

 

Beweis zu (4): 

( )() ( )()xVERLxVERL deedee -- ¢
2211 ,,  

() () () ()xfxfxfxf deedee -- -¢-Ú
2211

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) deedee
deedee

--
----¢----Ú 2211 1111 2211 xxxx  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) dededede
dede

----
-+--Ö-¢-+--Ö-Ú 2211 11111111 21 xxxxxx  

 

Die Ungleichung wird zunächst für ( )21,0 eeTx¢¢  nachgewiesen, indem gezeigt wird, 

dass dort die Ungleichungen 

 

( ) ( ) dede
dd

--
-¢- 21 11 xx  (A) 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]dede
ee

--
--Ö-¢--Ö- xxxx 111111 21

21  (B) 

 

gelten. Addition liefert die beabsichtigte Ungleichung zwischen den Verlustfunktio-

nen. Um den Gültigkeitsbereich dieser Ungleichung nach oben zu erweitern wird um-

geordnet: 

( )() ( )()xVERLxVERL deedee -- ¢
2211 ,,  
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() () () ()xfxfxfxf deedee -- -¢-Ú
2211

 

() () () ()xfxfxfxf dedeee -- -¢-Ú
2121

 

( )() ( )()xVERLxVERL dedeee --¢Ú
2121 ,,  

 

Für den Erweiterungsbereich ( ) ( )dedeee --¢¢ 2121 ,, TxT  gilt 

( )() ( )()xVERLxVERL dedeee --¢¢
2121 ,, 0 , 

so dass (4) nachgewiesen ist, sobald (A) und (B) nachgewiesen sind. 

 

Nachweis (B): 

Es ist ( ) ( ) 011 21

21 >-²-
ee

ee xx  für ( )21,0 eeTx¢¢ , da die Ungleichung für 0=x  gilt 

(wegen 21 ee> ) und da beide Funktionen den eindeutigen Schnittpunkt ( )21,eeT  ha-

ben: 

( ) ( )21 11 21
ee

ee xx -=-  

( ) 121
2

1 ee

e

e -
-=Ú x  

( )x-=
-

öö
÷

õ
ææ
ç

å

Ú 1ln

ln

12

2

1

ee

e

e

 

( )21

ln

,1 12

2

1

eeee

e

e

Tex =-=Ú
-

öö
÷

õ
ææ
ç

å

 

 

Nun ist ( ) 011 ¢--
-d

x  für 10 ¢¢x . Also ergibt sich 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]dede
ee

--
--Ö-¢--Ö- xxxx 111111 21

21 . 

 

Nachweis (A): 

Wegen 21 ee>  ist ( ) ( )21 11
ee

xx -¢-  für 10 ¢¢x . Also ( ) ( ) dede
dd

--
-¢- 21 11 xx . 
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Beweis zu (5): 

 

 ( )() ( )() ( )()xVERLxVERLxVERL ',,', 222222 dededeedee ---- +=  

( )() ( )()xVERLxVERL ',, 2211 dededee --- +²  

( )()xVERL dee -²
11,  

Die erste Ungleichung gilt für ( )dede --¢¢ 21 ,0 Tx  gemäß (4), die zweite Unglei-

chung gilt für ( )',0 22 dede --¢¢ Tx , also auf dem gesuchten Bereich, da 

( ) ( )',, 2221 dededede --<-- TT . 

 

Im Weiteren stehen charakteristische Punkte von Verlustfunktionen und deren Ver-

halten in Abhängigkeit von den Equitypunkten e und einem eventuellen Absen-

kungsparameter 0>d   im Zentrum der Untersuchungen. Es sind dies die folgenden: 

(1) Das in Verbindung mit Satz 3 untersuchte Maximum einer Verlustfunktion im In-

nern von ( )1;0 , sofern ein solches existiert, 

(2) die in Satz 1 untersuchten unteren Gewinnergrenzen, 

(3) ein bisher nicht betrachteter Punkt ()ed
isox , an dem der Verlust für eine (eindeuti-

ge) Einkommensposition im Innern von ( )1;0  genau dem Verlust an der Stelle 

0=x  entspricht. 

 

Die folgende Abbildung veranschaulicht die Größen bzw. Funktionen. 
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Abb. 12: Betrachtete Parameter
11

 

 

Definition 

1. ὢ ‐ḧὼ  bezeichnet die Stelle des (inneren) Maximums der Verlustfunktion 

bei Absenkung des Ausgleichsniveaus von ‐ auf ‐  ,als Funktion von Ⱡ ‏

π ‐ πȟυ 

2. ὢ ‐ḧὝ‐ȟ‐  bezeichnet die untere Gewinnergrenze bei Absenkung des ‏

Ausgleichsniveaus von ‐ auf ‐ als Funktion von Ⱡ, π ‏ ‐ ρ 

3. ὢ ‐ḧὼ  bezeichnet für π ‐ πȟυ die Stelle der Verlustfunktion im Inneren 

von πȟρ, an der der Verlust identisch ist mit dem Verlust an der Stelle ὼ π. Es 

gilt also: ὠὉὙὒȟ ὼ   .‏

 

Die inneren Maxima und die unteren Gewinnergrenzen wurden, wie bereits erwähnt, 

in den Sätzen 1 und 2  thematisiert. Die Funktion ὢ  ist nur implizit definiert. Man 

nutzt dabei aus, dass die Verlustfunktion ὠὉὙὒȟ  zwischen ὢ  und ὢ  stetig und 

streng monoton ist. Stetigkeit und strenge Monotonie (und damit der Satz 3) implizie-

                                            
11

 Auf diese Abbildung wird in [1], S. 250 verwiesen. 




































































